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• Densoindependiente (tasas vitales no dependen de la abundancia poblacional) 

•Determinístico vs Estocástico 

•Discreto (ec. en diferencia) vs Continuo (ec. diferenciales)  

•Geométrico-Exponencial  

Modelos matemáticos de crecimiento independiente de la densidad (crecimiento 

ilimitado) 

TEMAS DE HOY  

                                                     

•Competencia intraespecífica 

•Capacidad de carga   

•Determinístico vs Estocástico  

•Discreto vs Continuo 

•Densodependencia  inversa y directa (efecto Allee) 

•Con y sin retardo en el tiempo 

 

Modelos matemáticos de crecimiento dependiente de la densidad poblacional o 

logístico (crecimiento limitado) 

TEMAS DE LA PROXIMA CLASE 

1 Abril 2015 



Clases previas 

1.





2. Tablas de vida horizontal y vertical





3. Modelos de crecimiento poblacional ilimitado con        

 

4. Estimación de la abundancia poblacional

 

 

    

Refrescando la memoria... 

 

● La población como unidad de estudio 

 

● Métodos de estimación de  la abundancia 

 

•  Ciclo de vida-estrategia reproductiva 

 

●

cohortes y estáticas

 



La producción sincrónica de flores y semillas, abarcando grandes extensiones, es un 

evento cíclico y natural que tiene profundas implicancias para el bosque, fauna y las 

personas que habitan su entorno. 

FLORACIÓN MASIVA DE LA CAÑA COLIHUE 

Oligoryzomys longicaudatus 

 

Virus _ Bunyaviridae 

Reservorio_ Roedores 

Transmisión por aerosolización de excretas de roedores  

¿Es mayor la densidad del reservorio entre la VII Modelos  

Abrothrix olivaceus  

Phyllotis darwini  
Chusquea  

El roedor elimina el virus a través de la orina, saliva y excretas. 

Síndrome Pulmonar por Hantavirus 

(CIE -10 B33.4) 

El Síndrome Pulmonar por Hantavirus 

(SPH) es una zoonosis vírica que se 
caracteriza por un cuadro de fiebre, 

mialgias y trastornos gastrointestinales, 

seguido de aparición repentina de 

dificultad respiratoria e hipotensión. 

El agente causal pertenece al género 

hantavirus, familia Bunyaviridae. La 

infección se adquiere principalmente a 

través de la inhalación de aerosoles, que 

contienen el virus, procedente de excretas 
de roedores infectados. Los roedores 

Muridae/Cricetidae han sido considerados 

los reservorios tradicionales de los 

hantavirus, aunque algunos estudios 

describen la presencia del virus en una 
amplia variedad de especies como 

musarañas y murciélagos. 

El periodo de incubación varía de unos 

días a seis semanas. La tasa de letalidad 
puede llegar hasta 35-50% Alerta Epidemiológica. Síndrome Pulmonar por Hantavirus.(SPH).17 de octubre 2013. OPS.  



Densidades normales: 10-114 indiv/ha 

Densidades época de floración de la caña: 1000 ind/ha 



 El Niño induce a lluvias periódicas y sequias que influencian la dinámica de 

plantas y aves en las islas Galápagos . 

(Boag y Grant, 1984) 

1200  

85% 



_ Dinámica poblacional de diatomeas y zooplancton en un lago. 

Aumenta y disminuye con ciclos anuales respondiendo a cambios en la radiación 

lumínica, nutrientes, competencia y predación. 

 

Diatomeas Copépodos 

Floración de primavera 



Aproximaciones al estudio de la dinámica poblacional 

-Estudio de poblaciones naturales y en laboratorio 
- Uso de modelos matemáticos de crecimiento poblacional. 

¿Qué son los modelos matemáticos? 

Representaciones de la realidad. Actúan como un mapa simplificando la realidad. 
Con algunos parámetros describo propiedades comunes importantes de 
diferentes sistemas. 
 proporcionan una descripción cuantitativa del sistema. 
Formas de formular reglas generales en ecología. 
Ofrecen un lenguaje  común. 
Ofrecen estándares de comportamiento o ideales. 
Brindan una visión iluminadora sobre el mundo real. 
Supuestos de un modelo. 
 
_  Un  modelo describe “adecuadamente”…. 
 
Modelos Discretos y Continuos según la variable tiempo. 
Modelos Determinísticos y Estocásticos según se consideren procesos al azar. 
 



Nt+1= Nt +B - D +I – E 

Nt+1 - Nt  = B - D +I – E 

Crecimiento  poblacional 

Nt+1 - Nt  = B – D  =  reclutamiento neto de individuos a la 

población entre t y t+1 

 

      Población cerrada 

Ecuación demográfica fundamental 

B 

E 

D 

I 



Modelos de crecimiento geométrico discreto 

Pulsos reproductivos discretos 

Tasa finita para  cualquier tiempo t 

Thomas Robert 

el primero en asociar

un crecimiento 

crecimiento de las

poblaciones.

N

 

dinpobII.pdf

 

Tiempo discreto 

Ambientes estacionales: Insectos, plantas del desierto 

 

 

 

 

Begon et al. 

2 1 0 0 

Está considerado como uno de los 

primeros

a teoría de la

por la publicación anónima en

libro

población¿Qué supuestos hicimos? 

λ = Nt+1 / Nt 

λ: tasa de crecimiento geométrica. Tasa 
finita de crecimiento, de reproducción 
neta fundamental. 
Mide el cambio proporcional del tamaño 
de la  población entre t. 
No. de descendientes que deja en 
promedio un individuo durante un 
intervalo de tiempo t  

1 0 

 

 

Modelo de crecimiento  geométrico 

discreto que es operativo a cualquier 

intervalo de tiempo. 
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Indice de crecimiento de una población = C = tasa específica de crecimiento 

C = índice de natalidad – índice de mortalidad = b- d 

 

Si C es + la población crece  

Si C es – la población decrece 

 

 Calcular C para una población en crecimiento 

 

 N = 10 000 

Nacen 1500 al año 

Mueren 500 al año 

 

1500/10 000  –  500/10 000 =C = 0.1 , es decir  la población incrementó 10%  

                                                                                      por individuo por año 

 

C*N = 0.1 +  10 000 = 1000 = en qué número de individuos creció la población. 

 

Nt+1 = 10000 + 1000= 11 0000 

Nt+1 = Nt + C * Nt 

                                           Nt+1 = Nt  * (1 +C) =  Nt *  

 

 

Tasa de 

crecimiento 

finita 



Modelos de crecimiento geométrico discreto 

Pulsos reproductivos discretos 

Tasa finita para  cualquier tiempo t 

Thomas Robert 

el primero en asociar

un crecimiento 

crecimiento de las

poblaciones.

N

 

dinpobII.pdf

 

Ambientes estacionales: Insectos, plantas del desierto 

 

 

 

 

Begon et al. 

2 1 0 0 

Está considerado como uno de los 

primeros

a teoría de la

por la publicación anónima en

libro

población¿Qué supuestos hicimos? 

λ = Nt+1 / Nt 

λ: tasa de crecimiento geométrica. Tasa 
finita de crecimiento, de reproducción 
neta fundamental. 
Mide el cambio proporcional del tamaño 
de la  población entre t. 
No. de descendientes que deja en 
promedio un individuo durante un 
intervalo de tiempo t  

1 0 

Modelo de crecimiento  geométrico 

discreto que es operativo a cualquier 

intervalo de tiempo. 

¿Después de 2 años, cuál será el N? 

        = 

http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Renta_econ%C3%B3mica&action=edit&redlink=1
http://es.wikipedia.org/wiki/1798
http://es.wikipedia.org/wiki/Ensayo_sobre_el_principio_de_la_poblaci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Ensayo_sobre_el_principio_de_la_poblaci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Demograf%C3%ADa


      = R = tasa de reproducción neta fundamental. Opera a cualquier intervalo de            

           tiempo entres dos censos, que no necesariamente en una generación. 

 

Ro = tasa básica de reproducción o neta de reproducción 

Factor multiplicador del tamaño original de la población en un nuevo tamaño. 

Opera sobre intervalos que separa dos generaciones. 

Ambas refieren al número medio  de descendientes producidos por un indiv.  

en el transcurso de su vida. Operan sobre intervalos de tiempos discretos.  

Tasa finita 

¿Cómo se relacionan? 

 

  LnRo = TLnR 

  LnRo/T= LnR= r = tasa intrínseca  

                              de crecimiento natural 

 

NT=No*Ro  

Nt=No*Rt NT= No*RT 

Ro= RT 

NT=No*Ro= No*RT 



Modelos de crecimiento exponencial continuo                                                

 

                                                                                       

Parámetro Malthusiano 

dN/dt = B – D  

          = bN – dN  

          = (b – d) N,   donde (b – d) = r 

b = B/Nt 

d = D/Nt 

B = b*Nt 

D = d*Nt 

Thomas Robert Malthus 

(1766-1834)  

e= 2.718 

1/N * dN/dt = r 
Tasa instantánea 

Tasa de 

cambio 

¿Cuáles son sus unidades? 

Tasas instantáneas = b y d 



Relación entre modelo discreto y continuo 

NT =  No * Ro 

NT / No  = Ro 

Parámetro Malthusiano

T = tiempo generacional 

t = T = Tiempo que tarda 

en transcurrir una 

generación 

NT=N0 e
rT 

NT=N0 erTRo  = 

Ln Ro / T = r 

¿Cómo se relaciona Ro con r? 

NT / No  =erT  



t    t1 t2   t3   t4     t5    t6     t7       t8 

N  10  20  40  80  160  320  640   1280 

A partir de datos poblacionales a través del tiempo 

¿Qué puedo obtener de estos datos? 

R = Nt/Nt-1                     r= ln R  

  = ln Ro/T 

R0= RT 

Nt2/Nt1= 2 

Nt3/Nt2= 2 

Nt/Nt-1= 2 

0,693 
Si T = 1 

R0 = 2 

Tiempo 

N 

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tasas constantes a pesar de los cambios en N: 

Tasas densoindependientes 

N 

t 

R=λ = tasa finita de crecimiento.  





lambda=(1+b-d)=N(t+1)/N(t) es la tasa de 

cambio en un período finito de tiempo o 

tasa finita de cambio per cápita. 

 

r=(b-d) es la tasa instantánea de 

crecimiento per cápita o tasa intrínseca de 

crecimiento o parámetro Malthusiano.  



Resumiendo

Tenemos dos formas de predecir el N cuando existe una dinámica densoindependiente

A_ tiempo discreto       (λ)                                                            B_ tiempo continuo  (r)

¿Qué valores pueden tomar cada una de estas tasas?

Podemos predecir el N bajo una dinámica denso independiente  

¿Qué valores pueden tomar  cada una de estas tasa? 



¿Qué valores toma r = (b-d) = tasa instantánea  x individuo? 
 

Tasa intrínseca de crecimiento poblacional (instantánea y por individuo) 

dN/dt = r N  ;     dN/dt * 1/N =r Nt= No x ert Tiempo es continuo 

Tasa de cambio de la población 

d 

b 

N 

d
N

/d
t*

N
 =

 r
 

Tasa de crecimiento poblacional es independiente del tamaño poblacional. 

r puede ser negativo? 

t 

N 

t 

N r >0 N 

t 

r = 0 dN/dt N < 0 

población crece 

b< d   

población decrece 

b= d   

población se mantiene 

r< 0 dN/dt N > 0 

dN/dt N =0 



¿Cómo cambia el crecimiento poblacional con r? 

t 

r chico 

r intermedio r alto 
N 

N N N 

b 

d 

b 
b 

d d 

Nt= N0 x ert 

T
a

s
a
 



MODELOS  DENSOINDEPENDIENTES  

Exponencial 

                               Nt= λt No 

Ro = R  

Nt+1 = λ Nt              Nt+1/Nt = λ     

                Nt= No ert 

N 

t 
Variación continuo 

(cualquier instante) 

          dN/dt = N (b-d) = rN 

Geométrico 

Versión 

discreta del 

continuo

λ = constante = 1.2 = (1+0.2). ¿En qué porcentaje crece la población? 

Ln 1.2 = 0.2   ---------- 20% 

Línea 

     λ = er  ln λ = r                        λ = r+1   

¿Alguna analogía entre las ecuaciones? 

¿Por qué cada año los dientes son mas grandes? 



Supuestos de los modelos 

• No hay variabilidad en los parámetros del modelo. 

(sin incertidumbre en su predicción , sin fluctuaciones al azar). 

 

• La población crece y decrece exponencialmente por periodos 

indefinidos. Tasa de natalidad (b) y mortalidad (d) constantes 

(recursos ilimitados) 

• Población cerrada (Nt+1-Nt = B-D). 

 

•  Todos los individuos son iguales. Sin estructura genética (no 

hay cambios evolutivos). Sin estructura de edades.  

•Todos contribuyen de la misma manera al crecimiento 

poblacional. 

b y d son las mismas para todos los individuos. Todos tienen las 

misma fecundidad y probabilidad de sobrevivir. 

 

• En el continuo no hay tiempo de retardo. Cambios instantáneos. 

 



¿Qué poblaciones podrían seguir estos modelos 

de crecimiento denso independiente? 

• En cultivos de laboratorio o insectario, si los recursos 
son ilimitados. 

• En poblaciones recientemente establecidas, 
especialmente si existen pocos predadores. 

• Especies invasoras, plagas, organismos r-seleccionados;  

• Poblaciones que se están recuperando de  catástrofes. 

•  Poblaciones reintroducidas en sus habitats de origen. 

• En población humana, bajo ciertas condiciones. 

• Poblaciones de mamíferos marinos bajo explotación 
humana decrecen exponencialmente. 

•  Ciertas enfermedades infecciosas. Virus de la influenza. 

• Virus mixomatosis de los conejos. 

 



Buey almizclero (“muskox”) en la Isla Nunivak luego de haber 
sido reintroducido desde Groenlandia en 1936 

 

Nt=No*Rt 

Parámetros del modelo 

Variable dependiente  

Variable independiente 



Condiciones para el crecimiento exponencial 

Paloma turca en Gran Bretania 

Eurasian collared dove 

¿El crecimiento exponencial puede continuar indefinidamente? 

¿Limitación 

ambiental? 



TIEMPO DE DUPLICACION CONSTANTE 

El tiempo de duplicación del tamaño de la población es una constante 

independiente si la población es pequeña o grande.     

Cuanto mayor sea r menor será el tiempo de duplicación del tamaño de la 

población. 

Igual razonamiento pero utilizando un  

Modelo de crecimiento geométrico discreto 

2No=No ert 

2 = ert 

       Ln 2= Ln ert 

       Ln 2= r t Ln e 

        Ln 2/ r =  t de duplicación  

 

Si la población duplicó su tamaño, Nt duplicación = 2 No 

Dividimos por No 

Sustituimos en la ec. 

Nt= No ert 



Gotelli table 1.1 pag. 8 

Bacterias y protozoos. Reproducción asexual, altas tasas de crecimiento. 

Organismos más grandes (primates). Reproducción tardía y tiempo generacional 

largo y por ende bajos valores de r.  

Tiempo de duplicacion desde minutos hasta años

Relación entre estimaciones de r y el tiempo de duplicación  

Estos valors de r, a qué tipos de especies o taxones corresponden? 

¿Dónde espera mayor tiempo de duplicación? 



Modelo denso indpendiente 

 

 recrea un escenario en el cual todos los individuos de una población pueden 

expresar su capacidad para crecer y reproducirse, es decir su potencial biótico, 

ya que el alimento siempre será abundante. 

Capacidad innata máxima de crecimiento poblacional (r max) 

Recordemos el supuesto más importante del modelo 

Tasas constantes ------------ recursos ilimitados 

….. Pero esto ocurre en la naturaleza? 

Entonces por qué este modelo es una piedra fundamental en la 

biología poblacional? 

Modelo denso independiente reconoce la naturaleza multiplicativa del proceso de 

crecimiento y el feedback que le da a la población para incrementar en una tasa 

acelerada. 



Factores que influyen sobre el potencial biótico o de reproducción 

La edad de la primera reproducción 

La frecuencia en que ocurre la reproducción 

El número promedio de crías q se producen cada vez 

La duración del periodo reproductivo a lo largo de la vida del organismo 

El índice de mortalidad de los individuos en condiciones ideales 

 

 



Relación inversa entre r max y T 



Modelo determinístico: 

N0 r N t 

Modelo estocástico o probabilístico: 

Analizable en términos probabilísticos. 

N0 
r 

N t 

Factor estocástico o al azar 

Propiedades estadísticas 

+ 

- 

Mundo real: complejo y con incertidumbre!!! 

No hay incertidumbre. 

Los datos que alimentan el modelo son 

completamente conocidos y determinados.  Mode deterministico . Parto de 6 indiv 

mi Ro = 2 entonces tendre 12

Mode estocastico para generac 

superpuestas Nt = No e a la rt.

Solo tengo nacimientos consideros q d 

= o.

b la tasa instant de nacimientos = 0.5 

=r

Mi poblacion No = inicial = 5 

Simulo el modelo itero n veces para  

tantos tiempo t. obtendo una 

distribucion de probalilidad para 

cada tiempo t para Nt

¿Qué diferencia un modelo determinístico de un estocástico? 

MODELOS DETERMINISTICOS Y ESTOCASTICOS 

¿Cómo se manifiesta la 

estocasticidad en una población? 

Los datos utilizados para alimentar el 

modelo son completamente conocidos y 

determinados. 

no se conoce el resultado 

esperado, sino su probabilidad  



F
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 λ varía entre 0,94 y 1,27 en años diferentes. 

Serie temporal de las tasas de crecimiento del buey almizclero en la isla 

de Nunivak 

Nt+1=Nt*R 

Nt+1 /Nt =R 

El proceso de crecimiento es multiplicativo…------>Media geométrica 

¿Cuán confiable es nuestra predicción? 



Trayectorias poblacionales del buey almizclero en la Isla Nunivak 

Predecidas por un modelo estocástico y observadas  (círculos negros). 

Los modelos estocásticos nos permiten cuantificar e incluir la incertidumbre en las 

predicciones cuando se hacen evaluaciones o recomendaciones para conservación. 

Nt+1=Nt*Rt 

Estocasticidad  

ambiental 



Los modelos que usan procesos al azar tienen propiedades estadísticas. 

MODELO ESTOCASTICO 

Los modelos estocásticos aplicados a Biología de la Conservación proporcionan 

información valiosa para explorar y comparar la respuesta de una población ante 

diferentes grados de variabilidad ambiental, simulando diferentes escenarios . 

Estimar Media y Varianza 

Cuantificar la incertidumbre 

(variabilidad estocástica) 

Selecciono al azar R en cd paso de tiempo 

 variación impredecible 

Ambiente varía al azar 



¿Pueden las poblaciones crecer infinitamente? 

¿Por cuánto tiempo?¿Por qué?  

Interacciones entre organismos  
efecto que se ejercen los individuos entre sí 

Los individuos de una población  no viven aislados y usan los mismo recursos limitados. 

Los recursos son finitos 

¿Cómo modificamos la ecuación exponencial para 

incluir densodependiente del tamaño poblacional? 

Otros modelos de crecimiento 



Crecimiento Población humana 




